


















　 「（1） 一般角 に対して ，  の定義を述べよ。

















　右図で，始線と単位円の交点A  を  だけ回転

















［例2］　右図で，始線と単位円の交点A  を だけ回転


































（ⅰ）　 ， ， 
（ⅱ）　 ， ， 
　の場合について図示すると，
　（ⅰ）の場合，EC  ∠COE  ，OE  ，
　　ED  AB  OB    (OC )    ，
　　DC  BC   (OC )    
　　OA  OB   ，AE  BD  BC   
　（ⅱ）の場合，EC  ∠COE     
　　OE     
　　DC  BC     ，
　　OA  OB   
　　AE  BD  BC    
　　などから，（ⅰ）（ⅱ）いずれの場合にも，
　　EC  ED＋DC
　（ⅰ） の場合　OE  OA－AE　（ⅱ）の場合　OE  AE－OAから







，  ，  が成り立つ
　　この第1余弦定理と正弦定理を利用する。
 ， ， のとき，
∠A  ，∠B   とおくと，第1余弦定理
  が成り立つ。
ここで，∠C   であり，
正弦定理から，  




 ， ， のとき，
ACを直径とする円Oにおいて，AC  1として
トレミーの定理
AC・BD  AB・CD + AD・BC を用いる。
外接円の半径 は  により
　BD     ，AB  AC    ，
　CD  AC    
　AD  AC     ，BC  AC    であるから，
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　　  ，  とおくと，
 は，実数1を  回転したものを表す。これは，実数1を 回転したものを，





　なお，  を  の関数とみて，微分方程式  ，  を解くと，





行列は，  であるから，回転角 によっ
て，点PをP  に，回転角 によって，点P  を点P  に写











　 軸， 軸方向の基本ベクトルをそれぞれ， ， とし，
単位円O上の点Pを表す位置ベクトルを
とおくと， …①
　ここで， ， ，  を原点を中心に 回転したベクト
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ⅲ )（外積による方法）
　 平面上の単位円O上の点A  ， B    において，
　ここで，  であるから，
   
　ここで，  とすると，  となり，複号の負は不適
　したがって，  を得る。







図のように， ∠AOD  ， ∠DOC   ， OA  1とすると，
 ∠AOH   から ，AC  2AH   ，
AB   ，CD   であり，
∠BAC  ∠OAC－∠OAB     であるから，
AE  AC   
　したがって， AE  AB＋CD であるから，  を得る。





∠BAC  ∠OAC－∠OAB  
　　   などから，
AC  2AH  2  ，AB   ，CD   
AE  AC   
　したがって， AE  AB－CD であるから，  を得る。





　  ，  を満たす解を， 
　  ，  を満たす解を，  とすると，このような解  ，  は
　一意的に定まる。したがって，微分方程式の一般解から①を満たす解は
　  と一意的に定まる。
　　一方，  は，微分方程式①を満たし，さらに，  ，
　  であるから，微分方程式の解の存在と一意性から，
　  となり，  とすれば
　  を得る。
─ 234 ─
神奈川大学心理・教育研究論集　第 46 号（2019 年 11 月 29 日）
Ⅸ ［テイラー級数を用いる方法］（テイラー級数から加法定理の関係をみることもできる。）




　以上，加法定理の証明について，いくつかの例を挙げたが，  が，  ，  
とで表現されるという予想から，次のような証明（joke）で頭を休めよう。
［証明］　  と表されたとすると，
　　  のとき，  ，  のとき，  より， 
　　したがって， 
　  と表されたとすると，










　実数  ，  が  ，  ，  を満たしているとき，
　（1）  の値を求めよ。　（2）  ，  ，  ，  の値を求めよ。
（2019 日本女子大）
［略解］ （1）  …①　  …②　  …③ とする。
　　① 2+② 2を整理して，  を得る。
　（2） （1） より， ①の条件から，  すなわち  これを ，①， ②に代入して
　加法定理により， ，  の方程式から， ， を得る。
　さらに，②， ③から，  ，  を得る。
［例2］（ ， ，  に関する三角関数の値に関連する出題例も多い）
　（1）  とするとき，  により， 
　　　  ，  を得る。
　（2） 半径1の円に内接する正五角形の面積と，1辺の長さが1である正五角形の面積はそ
れぞれ， 　 　である。　　　　　　　　　　　　　　　   （2019　東京理大）
［略解］ （1）  とすると，  であるから，  。
　これより，  を導き， 
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　また， 
　（2） 半径1の円に内接する正五角形の面積を  とすると， 
　　ここで，  なので， 
　1辺の長さが1である正五角形  の面積を  とし， 
　  の半径を  とすると， 　
　ここで，余弦定理より 
　  となるから， 




　（1） 関数  の周期のうち，正で最小のものを求めなさい。
　（2） 関数  が周期関数でないことを証明しなさい。
（2017 山口東京理大）
［略解］ （1） 周期を  とすると，  より，
　
　これが任意の  に対して成り立つことから  ， 
　  ，  を整数として  ，  より，これをみたす正で最小の  は， 




　　これが任意の  に対して成り立つことから  ， 
　  ，  を整数として  ，  ， 
　  より，  であり，  と表され，  が無理数であることから，
　  ，  をみたす  は存在しない。
［例4］ （三角方程式は，様々な視点，形式により問われることが多い）
　  を実数とする。  についての方程式  が，
　  の範囲で2つの異なる解をもつのは  のときである。
（2017　早大）
［略解］  より 
　  …①　  は右図の角
　①をみたす が  の範囲に異なる2つ存在する条件は，
（ⅰ）  のとき， （ⅱ）  のとき，
　  より 　  より
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　（ⅰ）（ⅱ）より， 
［例5］（複素数と三角関数の関係は切り離せない）
　　複素数  に対して，複素数 ，  を ，
　  とする。次の問いに答えよ。
　（1）  ，  の値を求めよ。　　　　　（2）  ，  の値を求めよ。
　（3）  および  の値を求めよ。
（2019 横国大）
［略解］（1）  であり， 
　  より，   よって，  ，また  から
　
　（2） （1） より，  ，   は，2次方程式  の解  である。
　ここで，（  の虚部） 
　  であるから，  ， 









　（2） 次の方程式の解  をすべて求めよ。 
（2019 東北大）




　（2）  …②　が成り立つとき，（1）より，  …③
　　逆に③が成り立つとき，  ここで，  の解  （  は整
　数）に対して，   ゆえに，②の解は③の解のうち，
　  をみたすものである。
　③より，  であるから，
　  または  をみたす解のうち，  をみたすものを求め
　ると，  （  は任意の整数），  （  は  の倍数でない整数）
［例7］（  が無理数で，  ，  が有理数となる  の値を探す）
　  とする。  は有理数ではないが，  と  がともに有理数とな
　るような  の値を求めよ。ただし，  が素数のと，  が有理数でないことは証明なし
　で用いてよい。 （2019　京大）
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［略解］  において，  が無理数で，  と  は有理数であるとする。
　  （  は有理数）とおくと，  となり，
　  とすると  となり，左辺が無理数，右辺が有理数となって矛盾。
　　ゆえに，  から  を得て，題意に適する  の値，  を得る。
（  が実数値全体の値をとることから，  の値にまつわる出題例は多彩である）
［例8］  は有理数か。 （2006　京大）
［略解］  （  は有理数）とおくと，  は有理数となる。
　同様にして，  ，  ，  ，  も有理数となる。
　　このとき，  （有理数）であり，
　  が無理数であることから矛盾となる。（  が無理数であることの証明を
　要する）
［例9］  ，  ，  ，  ，  ,  とする。
　（1）  を求めよ。　　　　　（2）  ，  を求めよ。
　（2）  となることを示せ。　　　　　（4）  となることを示せ。
（2013　お茶の水女大）
［略解］ （1）  ，  より 
　（2）  ， 
　  ，  ,  で，  より，   同様に，  ，  より
　  であるから， 
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三角関数の加法定理の指導を巡って
　（3）  の範囲で，  は単調増加であるから， 
　  ，   さらに，  ，
　  であるから，  より，
　
　（4） （3）より，  ゆえに，  より， 
［例10］ △ABCにおいて，∠A，∠B，∠Cの大きさをそれぞれ  ，  ，   とする。
　  ，  ，  がすべて整数で，  であるとき，次の問いに答えよ。
　（1）  を  を用いて表せ。　　　　　（2）  を示せ。
　（3）   ，  ，  の値をすべて求めよ。 （2017　島根大）
［略解］ （1）  より 
　（2）  ，  ，  がすべて整数で，  より，  かつ 
　（1）の結果より， 
　  …①　ここで  より，  と  
　  は異なる自然数であるから，  　①より，  すなわち，
　
　（3） （2） の結果から，  ， ，  とおくと，  ， ，  は自然数で
　  かつ  をみたす。
　  より  となることなどを用いて，
　  ，  ，  を得る。
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5　おわりに
　学習指導要領の長い変遷の中でも，三角関数は学習指導要領の指導項目から外れたこと
はなく，その中でも重要な性質の1つとしての加法定理は，それから導かれる多くの公式
とともに，三角関数を具体的な事象の考察に活用する力を養うこととされてきた。
　物理学をはじめとして自然科学での三角関数の重要度は，述べるまでもないが，これを，
どう生徒に理解させ，活用させていくか，数学の教師の手腕が問われる分野の一つである。
　この拙稿は，高等学校や中学校の数学の教師を目指す学生の指導を通して，加法定理の
指導について振り返るとともに，少なからず高等学校の数学教育に影響を与えている大学
入試問題の現状と指導の指針となるものを書きたいとの思いで始めたが，その思いを十分
に表現するまでには至らなかった。
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